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Die Form von Magneten in toroidalen Anwendungen
Zusammenfassung
Es wird ein überblick über die Berechnung der Form von Torus-
magneten angegeben, wenn die Spule nur zugbelastet, d.h. biege-
momentfrei, sein soll. Für die Berechnung der optimalen Magnet-
form wurde ein selbstkonsistentes Iterationsverfahren entwickelt,
das die Spulenzahl, die endliche Windungsfläche, die Windungs-
zahl, den Betriebsstrom und zwei geometrische, konstruktiv be-
dingte Größen als Eingabewerte benötigt.
The shape of magnets in toroidal configurations
Abstract
A review of the calculations of the shape of toroidal magnets is
given, when the coil is in pure tension, resp. free of bending
moments. To calculate the optimum shape of the magnets a self
consistent iteration process was been developed. This process
needs as input data the coil nurnber, the finite winding area,
the winding number, the operating current and two geometrie quan-
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Beim Entwurf supraleitender Magnete für toroidale Magnetsysteme
soll durch besondere Formgebung eine Biegebeanspruchung der
Spule vermieden werden. Dann treten nur Tangentialkräfte in der
Wicklung auf. Mathematisch bedeutet dies, daß bei konstantem
Strom das Produkt aus Torusmagnetfeld und Krümmungsradius konstant
sein muß.
Beim idealen Torus (unendlich dünne, strombelegte Schicht) ist
das Torusmagnetfeld umgekehrt proportional zum Radius. In diesem
Falle läßt sich eine übersichtliche analytische Lösung für die
Form der Torusspulen angeben.
Im Falle von diskreten, ausgedehnten Torusspulen ist die Radius-
abhängigkeit des Magnetfeldes sehr viel komplizierter. Darüber
hinaus muß auch noch berücksichtigt werden, daß dann das Torus-
feld nicht nur vom Radius, sondern auch von den übrigen Torus-
koordinanten abhängt.
In diesem Bericht wird eine Übersicht über die bisherigen Rechnungen
zumProblem der Spulenform gegeben und ein Optimierungsprogramm
vorgestellt, das einen endlichen Wickelquerschnitt berücksichtigt.
Beispiele werden für zwei Torusmagnetprojekte gegeben, und zwar
für das "Large Coil Task"; (zitiert als LCT) in Oak Ridge, USA,
und TESPE in Karlsruhe. In jedem der beiden Projekte sind sechs
Spulen vorgesehen, die sich jedoch sehr in der Größe unterscheiden.
In Abb. 1 ist die prinzipielle Anordnung der sechs Spulen im
Schnitt durch die Torusmittelebene zu sehen. Tabelle 1 enthält die






R2 T x [r]
Abb. 1: Prinzipielle Anordnung der Torusspulen bei LCT und TESPE
Tabelle 1: Kenndaten für die gerechneten Beispiele
Dimension TESPE LCT
Spulenzahl 6 6
R1 m 0.290 0.926
R2 m 0.776 3.757
Radiale Breite B m 0.1166 0.46
Axiale Dicke D m 0.194 0.56
Windungs zahl 240 588
Strom kA 7 11
" - 3 -
1. Übersicht über die bisherigen Rechnungen
1.1 Problemstellung
Abb. 2 zeigt für einen stromtragenden Leiter ein Längen-
element ds, bei dem die Zugspannung mit dem magnetischen
Druck f l (gemessen in Kraft pro Längeneinheit) im Gleich-
gewicht ist. Das bedeutet, daß der Leiter biegemomentfrei
ist, oder anders ausgedrückt, es treten mechanische
Spannungen T nur in tangentialer Richtung auf. Die Gleich-
gewichtsbedingung lautet
T = f . P
1
( 1 • 1 )
Der magnetische Druck f l ist (als Kraft pro Längeneinheit)
proportional zum Produkt aus Magnetfeld B und Strom I.
Daher folgt:
T _ B • I
p ( 1 • 2 )
Wenn also ein Leiter nur Zugspannungen T ausgesetzt ist, dann
liegt er auf einer Kurve, deren KrÜffimungsradius p durch das
Magnetfeld am Ort des Leiters bestimmt ist.
Nach Abb. 2 ist der Krümmungsradius p durch den Abstand
- [ "12 [ ] 2 1/2MC = {zc-z(r)~ + rc-r} gegeben. Er kann berechnet
werden nach
2 3/2
p = r1 + (~~) ) (1. 3)






















Abn. 2: Stromdurchflossenes Leiterelement ds.
Aus (1.2) erkennt man, daß für konstante Zugkraft die
Bedingung
B . I . P = const ( 1 • 5 )
einzuhalten ist. Aus (1.3) folgt dann die Form des Leiters
z(r), wenn er biegemomentfrei ist.
Die Leiterlänge s(r) ergibt sich allgemein aus
1
2 2"
s(r) = JI1 + (~~) I dr ( 1 • 6 )
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1.2 Der ideale Torus
Für eine torusförmige, mit einem stromführenden Leiter
einlagig gleichmäßig und dicht bewickelte Schale ergibt
sich das Magnetfeld innerhalb des Torus aus:
N·I




Dabei ist N die Zahl der Windungen und r der Abstand von
der Hauptachse des Torus zum Aufpunkt.
(]Jo = 41T.10- 7H/m)
Bei Vorhandensein eines Magnetfeldes B gilt allgemein für
den magnetischen Felddruck
( 1. 8)




Dann folgt aus ( 1 . 1 , 7 , 9)




Für den Fall einer konstanten Zugbeanspruchung des Leiters ist
BS ·I.p/2 = const. einzuhalten. Für konstanten Strom I
reduziert sich dies auf Be"O = k
o
= const.
Für den idealen Torus ist nach (1.7) das Magnetfeld umgekehrt
proportional zum Radius. In diesem Falle ist die Differential-








Die Lösungen der Gl. (1.11) können in verschiedener Gestalt
angegeben werden. File, Mills and Sheffield 1 geben eine





numerisch ausgewertet werden muß.
Shafranov 2 berechnet die optimale Form von toroidalen Feld-
spulen bei gegebener Querschnittsfläche oder gegebenem
Perimeter, wobei die Induktivität oder die magnetische
Energie maximal werden soll. Mit Hilfe der Variationsrechnung
erhält er die Euler-Lagrange-Gleichung, die nach Integration
für die Kontur z(r) eine Differentialgleichung erster Ordnung
liefert. Diesewird numerisch gelöst. Shafranov zeigt auch,
daß eine Spule, die optimal in der gespeicherten magnetischen
Energie (also maximal in der Induktivität) ist, auch optimal
bezüglich der mechanischen Beanspruchungen ist (konstante,
reine Zugbeanspruchung) .
Gralnick und Tenney 3 führen die Lösung von (1.11) auf eine
Reihenentwicklung modifizierter Bessel-Funktionen ganzzahliger
Ordnung zurück.
Es kann auch eine recht einfache Integraldarstellung der
Lösung von (1.11) hergeleitet werden. Durch y = dz/dr und





















2 2 ] 1/2[k -ln r/Ro
(1.14)













die Steigung unendlich. Dies ist der Fall
(1.15)
(1.16)












k = "2 ln ~
Die Beziehungen (1.17, 18) erlauben die Darstellung der Lösung





















[ln ~~ . ln r ~]
Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind
r = r (1 - ln !:-)c R
0
1/2
= z (r) + r [ln r ln
R





Die Spulenform, die aus der aus (1.19) berechneten Leiter-
kontur z(r) für R1 ~ r 2 R2 - ergänzt durch ein gerades Stück
bei r = R1 - entsteht, wird "ideales DU oder "Princeton-D"
genannt. In Abb. 3 ist das "Princeton-D" für LCT bei vorgegebe-
nem R1 und Ro gegeben. Abb. 4 zeigt das "Princeton-D" für TESPE.
Die charakteristischen Daten sind in den Tabellen 3 und 4 in
Abschnitt 3 zusammengestellt. Dort ist das Princeton-D als
O. Iteration angegeben.
1.3 Diskrete Linienströme
Es seien n-Linienströme gleichmäßig bei 8. = 2n l (i=O,1, ... ,n-1)
~ n
auf dem Kreis mit dem Radius R1 in der x-y-Ebene angeordnet,
wobei die Stromrichtung die positive z-Richtung ist (vgl. Abb. 1).
Auf dem äußeren Kreis mit R2 sind unter denselben Winkeln
n-Linienströme mit entgegengesetzter Richtung angeordnet. Die
Länge der Stromfäden ist mit Unendlich angenommen.
Das magnetische Feld für diese n Paare von Linienströmen in












Für den Feldverlauf (1.23) dieser Anordnung lautet die (1.3) ent-
sprechende Dgl.:
2 3/2








Mehrere Autoren5 ,6 haben sich mit dieser Anordnung der Ströme
beschäftigt. File und Sheffield5 haben (1.25) mit einem
Computercode gelöst, während Moses und Young6 erst die Singu-
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Formal kann (1.25) in der obigen Form genauso behandelt
werden, wie (1.11). Es folgt mit den Anfangsbedingungen
(1.13) und y = dz/dr
y = 1























Die Integrale auf der rechten Seite sind elementar lösbar.
Es folgt
Y 1 in A (r)
1/2 =
[ 1+y2 J k'
n




)n l1-(r/R )n0 2
(1.27)
(1.28)
(1 .29)in A (r') dr'n
[ [k '-ln A (r) 1. rk ' + in A (r) ] ] 1/2n . L n
z-z o




Zur Ermittlung von R1 , bzw. R2 , den Stellen, an denen die






A (r) = 0
n ( 1 • 30)





Dies bedeutet, daß k' gegen Unendlich strebt (oder aber nach




Für R2 . R1
= R
0
2 ist (1.32) erfüllt. Dann reduziert sich (1.28)
zu
r
An(r) = R .
o
(1.33)
Diese Untersuchung zeigt, daß die Näherung einer toroidalen
Spulenanordnung durch die Benutzung des Feldverlaufs von
Paaren unendlich langer Linienströme nicht zum Erfolg führt,
da die Konstante k' keinen endlichen Wert annimmt. Mit dieser
Methode ist also keine korrekte Magnetform zu erhalten.
Moses und Young 6 haben daher zunächst die Singularitäten im
Feldverlauf am Ort des Stroroes R
1
, bzw. R2 eliminiert. Es
wird das Feld aro Ort eines Leiters aufgrund der 2n-1 anderen
Leiter gesucht. Dazu wird das Eigenfeld dieses Leiters vom
gesamten Feld (1.23) subtrahiert.
(1.34)
(1.35)
Dann wird die Kraft pro I.änge f I für gerade Lei ter berechnet.
Eine Beschreibung der Krümmung des Leiters wird durch Ein-
~ührun0 des Winkels ~ (vgl. Abb. 2) erreicht, so daß die Kraft




( 1+ cos ~)
n
(1.36)
f l nach (1.36) berücksichtigt noch keine Kraftänderungen auf-
grund der Leiterkrüromung in der realer. Konfiguration. Diese
Korrekturen werden empirisch für Solenoide und für D-förmige
Magnete eingeführt. Als allgemeiner Ausdruck für die Kraft
pro Länge auf ein Toroid ergibt sich der Ausdruck





(cos <j)+ r In 1, 284 . r) 1
p cn
(1.37)
Dabei ist c der Radius eines Leiters mit kreisförmigem Quer-
schnitt. Für Leiter mit quadratischem Querschnitt (Seitenlänge w)
wird c durch 0.573 wersetzt. Gleichung (1.37) kann für Sole-
noide und D-förmige Magnete angewandt werden.
Moses und Young6 haben die Genauigkeit der Gleichung (1.37)
für Solenoide getestet. Anwendung von (1.37) auf biegemoment-
freie Magnete ergibt mit (1.1) und (1.24):
p = r (4TIT _ In 1,284.r)/(1+ 1 cos <j))





ist der Krürnrnungsradius P2 = P(R2 ) und <j)=0. Dann kann
(1.38) in der Form geschrieben werden:
[
p2 1 1 r ] 1P = --(1+ -) - - In -- /(1+ - COS <j))
r R2 n n R2 n
(1.39)
Dieses Ergebnis von Moses und Young ist bemerkenswert deshalb,
weil der Krürnrnungsradius per) nur von geometrischen Größen und
der Spulenzahl abhängt. Die Spulenform liegt fest, wenn die
Spulenzahl sowie für eine gegebene Stelle R2 der Krürnrnungs-
radius P2 vorgegeben wird. Gleichung (1.39) wird dann zur
numerischen Integration der Differentialgleichung (1.3) für
dünne Spulen benutzt oder aber an existierende numerische Lösun-
gen für dicke Spulen angepaßt. Die Moses-Young-Form für LeT
ist in Abb. 5 zu sehen.
1.4 Konkrete Fälle
In einer Studie des Argonne National Laboratory (ANL) für einen
Tokamak Fusionsreaktor7 wird die transversale Kraft pro































erhalten. Sie hängt von der Spulenform, dem Spulenquerschnitt,
der Spulenzahl und dem Spulenabstand ab.,Für ein Spulensystem
mit reiner Zugbeanspruchung des Leiters wird dann geschrieben:
2 3/2 2
= + [1 + (dZ)] / d z
dr dr2
Das Koeffiziententripel ß1 ,ß 2 ,ß 3 wird gefittet. Gestartet wird
mit dem Princeton-D, - dies liefert ein neues Tripel von ßI S •
Dann wird (1.37) gelöst; das Ergebnis ist eine neue Form z(r).
Mit der neuen Form erhält man ein neues Tripel von ßI S • Dieses
iterative Verfahren wird solange fortgeführt, bis ein Tripel von
ßI S ein fast identisches Tripel neuer ßI S generiert. Die Konver-
genz des Verfahrens ist sehr gut (4 bis 5 Schritte).
In einer Studie des Oak Ridge National Laboratory (ORNL) für
einen Tokamak Fusionsreaktor8 wird eine ovale Form für die Torus-
magnete gewählt. Diese ovale Form liegt zwischen der kreisförmigen
und der D-Form. Wie in der Studie ausgeführt wird, hat die
ovale Form den Vorteil, daß das Volumen und/oder die Beanspruchung
der Haltestruktur reduziert sind. Für gleichen horizontalen
Durchmesser weist die ovale Form zusätzlich eine geringere Kraft
in Richtung zur Torusachse auf als die ideale D-Form. Deshalb
werden die mechanischen Beanspruchungen und das geforderte Volumen
für die Haltestruktur vermindert. Außerdem sind ovale Spulen
zwar schwieriger als runde herzustellen, jedoch leichter als die
idealen D-förmigen Spulen.
Das europäische Projekt JET (Joint European Torus) wird ebenfalls
D-förmige Spulen erhalten,11 um die mechanischen Beanspruchungen
in engsten Grenzen zu halten. Es sind 32 wassergekühlte Kupfer-
spulen, die ein toroidales Magnetfeld von ca. 3 T im Plasmazentrum
erzeugen. Die Spulen haben eine Gesamthöhe von 5,68 m und eine
Gesarntbereite von 3,86 m.
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1.5 Vergleich der Lösungen
Ein Vergleich analytischer und numerischer Lösungen ist von
M. söl1 9 durchgeführt worden. Ziel des Vergleiches ist, die
Genauigkeit der Lösungen zu testen, d.h. herauszufinden, in-
wieweit die numerisch und analytisch berechneten Magnetpara-
meter übereinstimmen. Der Vergleich wurde für kreisförmige
und D-förmige Spulen durchgeführt. Söll kommt zu dem Schluß,
daß die Übereinstimmung analytisch und numerisch berechneter
Magnetparameter genügend gut für Parameterstudien ist, so
daß bei Benutzung analytischer Ausdrücke erhebliche Rechen-
zeit gespart wird. Als Vergleichsparameter wurden das maximale
magnetische Feld, sowie der B(r)-Verlauf, die radiale magne-
tische Kraft pro Längeneinheit, die auf den Leiter wirkt,
und die Kraft benutzt, mit der die Spule auf die innere
Abstützung drückt.
2. Optimierung der Magnetform bei Berücksichtigung der r- und
z-Abhängigkeit des Magnetfeldes
Wie in der Übersicht in Kapitel 1 dargelegt, wurde die r-Ab-
hängigkeit des Magnetfeldes bei der Lösung der Dgl. (1.3)
zusammen mit (1.5) vorgegeben oder durch vorgegebene Funk-
tionen mit freien Parametern gefittet. Die z-Abhängigkeit
des Magnetfeldes wurde von vorneherein vernachlässigt.
Eine Verallgemeinerung der vorhergehenden Betrachtung ist auf
folgende Art und Weise möglich.
Das Torusmagnetfeld ist im allgemeinen Fall von r,G,z abhängig,
so daß mit der Bedingung












Bei symmetrischen Anordnungen (vgl. Abb. 1) kann die 8-Ab-
hängigkeit des Magnetfeldes vernachlässigt werden. Daher wird
die Differentialgleichung
k 2 3/2 2
=-__o~ _ [1+(dZ)] / d z
B(r,z) - dr dr2
( 2. 3 )
näher betrachtet. Um eine spezielle Lösung zu erhalten,
sind noch zwei weitere Bedingungen vorzugeben. An der
Stelle R sei (vgl. (1 .13) )
o
und
z = z (R )
o 0
~\ = 0dr R
o
(2.4a)
( 2 • 4b)
Wenn z(r) eine geschlossene Kurve ergibt, dann gibt es
zwei Stellen R1 und R2 , an denen die erste Ableitung ~~
Unendlich wird.
Zur weiteren Behandlung der Dgl. (2.3) wird gesetzt:
(2.5)
Dann folgt das Differentialgleichungssystem:
( 2 .6)




+ Y2] dr ' (2 • 7)
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Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind
k o Y2
r = r - (2.8)c
2 1/2
B(r , y 1 ) [1 +y2 ]
und
k
+ 0 (2.9)z = Y1c 1/2. 2
B (r , y 1 ) L1+y 2 1
Zur Ermittlung der optimalen Spulenform bei Berücksichtigung
der r- und z-Abhängigkeit des Magnetfeldes wurde ein Rechner-
programm geschrieben. Dieses löst das Differentialgleichungs-
system (2.6) iterativ.
Es wird von der idealen D-Form ausgegangen. Vorgegeben werden
Ro und R1 ,und das Dgl.-system (2.6) wird für ein ~ - Feld gelöst.
Um das entstandene Princeton-D wird nun wiederum eine reale
Spule gebaut (d.h. sie hat einen endlichen Wickelquerschnitt) .
Für diese Spule wird das Magnetfeld B(r,z) längs der geome-
trischen Mittellinie ausgerechnet. Mit diesem neuen Feldverlauf,
der nun die r- und z-Abhängigkeit berücksichtigt, wird (2.6)
wiederum gelöst. Bei der Lösung wird von Ro ausgegangen und k o
solange variiert, bis R1 getroffen wird. Dann bleibt k o fest, und
das Dgl.-system (2.6) wird nun für r > R gelöst. Dabei erreichto
man die Bestimmung des Wertes R2 . Nun hat man das Ergebnis der
1. Iteration. Die Iteration wird solange durchgeführt, bis sich
die errechneten Kurven nicht mehr wesentlich ändern.
In Abb. 6 ist das Ergebnis für LeT zu sehen. Die Bedingung, daß
sich die Kurven nicht mehr wesentlich ändern, ist hier folgender-
maßen formuliert:
- 19 -
Es müssen zwei der drei Bedingungen gleichzeitig erfüllt
sein:
1. Der Betrag der Differenz der maximalen z-Werte für
2 aufeinanderfolgende Iterationen muß kleiner als
1 mm werden.
2. Die Änderung der Länge des geraden Stückes muß kleiner
als 1 cm werden.
3. Die Änderung der Bogenlänge muß kleiner als 1 cm werden.
Das Programm stoppt nach der 6. Iteration. Die Ergebnisse
der einzelnen Iterationsschritte sind in Tabelle 3 zu finden.
Man erkennt die schnelle Konvergenz des Verfahrens sehr
deutlich. In Tabelle 2 ist das Ergebnis der 6. Iteration zu-
sammengefaßt. Die Moses-Young-Form für LeT nach Abb. 5 unter-
scheidet sich von der 6. Iteration nur um wenige mm.
In der letzten Spalte der Tabelle 2 ist B·p= kaufgetragen.
o
Im Rahmen der Rechengenauigkeit ist die Konstanz erfüllt.
Das Programm zur Magnetfeldberechnung rechnet auf etwa 1 %
genau. Die Abweichungen in B'p sind <1 %.
In Abb. 7 ist das Ergebnis für TESPE veranschaulicht. Die
Tabellen 4 und 5 geben das Ergebnis der Iterationen und das
Endergebnis für die 5. Iteration an.
Es ist noch zu erwähnen, daß in den beiden hier berechneten
Fällen das Magnetfeld am Ort der geometrischen Mittelkurve
im Wickelquerschnitt zur Optimierung benutzt wurde,d.h. es
wurde keine Mittelung über den Querschnitt vorgenommen.
Zur Kontrolle wurde in den Tabellen 3 und 5 das Produkt
aus Magnetfeld und Krümmungsradius berechnet. Die Konstanz
ist besser als 1 %. Die Genauigkeit ist durch die Genauigkeit
10











o 1 2 3 4 5 r [m]
Abb. 6: Optimale Form für LeT bei Berücksichtigung der r- und z-Abhängigkeit des Magnetfeldes.
- 21 -
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Tabelle 5: Ergebnis der 5. Iteration für TESPE
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5. Zusammenfassung und Vergleich
In dieser Arbeit ist eine zusammenfassende Darstellung
der Berechnungsmethoden für die Spulenform von Torusmagne-
ten gegeben. Fordert man die Biegemomentfreiheit der
Spule im Spulenpaket, so ergibt sich eine nichtlineare
Differentialgleichung 2. Ordnung für die Form des Leiters.
Wesentlichster Bestandteil dieser Differentialgleichung
ist das Magnetfeld. Es zeigt sich, daß das Magnetfeld am
Ort des Leiters zu nehmen ist. Berücksichtigt man nur das
Magnetfeld auf der Achse, also nur die r-Abhängigkeit,
so ergeben sich große Unterschiede zwischen den resultie-
renden S~ulenformen. Außerdem ist bei geringer Spulenzahl
der Unterschied zum idealen Torus bemerkenswert, wie am
Beispiel von LeT und TESPE (vgl. Abb. 6 und 7, sowie die
Tabellen 3 und 4) zu sehen ist. Insbesondere ist die
Wicklungslänge auf der geometrischen Mittellinie für die
von uns errechnete optimale Spulenform viel kleiner als die
für den idealen Torus.
Mit dem hier erstellten Rechenprogramm hat man ein Instru-
ment, das mit relativ wenigen Eingabewerten (Spulenzahl,
Radien, Abmessungen des Wickelpakets, Strom, Windungszahl)
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